Oplossingen

Gegeven is de kromme die impliciet gedefinieerd wordt als B <> xt x4 y3 + y2 =2.

a) Bewijs dat het punt A(2,—3) op deze kromme ligt. FW

A(2,-3)eBe 2" +22+(-3) +(-3) =2 o .
b) Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de kromme B in punt 4. .
3
Impliciet afleiden geeft 4x” +2x+3y°-y'+2y-p'=0& p'= —4)62—+2x. =
3y"+2y
3
In punt A(2,—3) isdus y'=— 4 22+2 2 :—ﬁ:—2
3.(_3) +2.(_3) 21 7

c) Bewijs dat er vier punten zijn op deze kromme waar de raaklijn verticaal is.

Raaklijnen zijn verticaal als en slechts als 3y* +2y =0, dusals y =0 of y :? .

y =0 invullen in de vergelijking van B geeft: trxt=2ox ZIM Sx=1lvx=-1

De snijpunten met de x -as A(l,O) en B(—l,O) zijn dus punten waar de raaklijn verticaal is.

-2
y =— invullen in de vergelijking van B geeft:

-1+ ’ﬁ
x4+x2—i+i=2©x4+x2—ﬂ=0®xz=—27v vx= —7
27 9 27 2
-1+ ﬁ
V 27

Dit volstaat om te bewijzen dat er nog twee zulke punten zijn, want X :T > (0 geeft nog twee

(tegengestelde) oplossingen. Voor de volledigheid berekenen we ook snel de twee codrdinaten:

227 3 1
—1+\/; _—1+§'V681 'ﬁ_—18+2\/@

. 2
Je kan eventueel vereenvoudigen: x° =

2 2 18 36
Dus ookin C M,_—z en D —M,_—z zijn de raaklijnen verticaal.
6 6 3
2. Gegevenis de kromme C’(—)()cherl)3 =1+3x+)°. c K

wordt als Stel de vergelijking op van de raaklijn aan C in haar snijpunt met de y -as.

a) Bepaal de snijpunten van de kromme C met de assen.

x=0: (y+1)3=1+y2c>y3+3y2+3y+1=1+y2c>y3+2y2+3y=0 \-/\

= y(y2 +2y+3) =0 y=0, dus (9(0,0) is het enige snijpunt met de y -

\_q/_—/
A<0

as.
y=0: (x+1) =143x & 2P +3x +3x+1=14+3x & x* +3x =0
o x° (x+3)=0©x=0vx=—3, dus naast O snijdt de kromme ook de x -asin N(—3,0).

b) Bepaal de raaklijn aan de kromme C in haar meest linkse snijpunt met de x -as.



c)

Gegeven is de parameterkromme: IC <>

d)

SB(x+y+1) 43
3(x+y+l)2 -2y

Impliciet afleiden geeft: 3(x+y+l)2 -(1+y') =3+2y'ey'=

2
_303+0+3)+3 =_fl=if,mthe»y=—§(x+3y
3(-3+0+1)-2.0 12 4 !

Bepaal de punten waar de kromme C een horizontale raaklijn heeft.

In punt N(—3,0) geldtdus y'=

Een horizontale raaklijn heeft de kromme als en slechts als:

y':0c>—3(x+y+l)2+3c>x+y+l=ilc>x=—yvx=—y—2
R I T

Vullen we @ in de vergelijking van C indanvindenwe: 1=1-3y+1> < > -3y=0< y=0v y=3.

Dit geeft dus de punten (9(0,0) en A(—3,3) .

Vullen we @ in de vergelijking van C indanis: —1=1-3y—-6+1> < 1> -3y-4=0& y=-1v y=4.

Dit geeft dus de punten B(—l,—l) en D(—6,4).

(Merk op dat in deze punten de noemer bij y' verschillend is van 0, zodat er inderdaad horizontale raaklijnen zijn.)

£t

=———=2
x(t) 375X

3 t2

t
y(t):§+3—2t

,mettreR.

Ga na dat deze kromme X door de oorsprong gaat.
Als ¢ =0 is het duidelijk dat x(O) =0 en y(O) =0.

L 4

Stel de vergelijking op van de raaklijn aan K in de oorsprong O.

2 —
Q: dy/at :t2+t 2 .In O isditdus Q:l,zodat > y=x.
dx dx/dt t*-t-2 dx
Bepaal de punten waar K horizontale of verticale raaklijnen heeft.
Q =0t +t-2=0=t=1vi=—2=in 4 _—13,_—7 en B _—2,E zijn de raaklijnen horizontaal.
dt 6 6 3 3
@ =0t -t-2=0=t=-1vt=2=inC Z,E en D _—10,2 zijn de raaklijnen verticaal.
dt 6 6 3 3

Op de figuur zie je dat deze kromme zichzelf snijdt. Bepaal de codrdinaat van het punt waar dit het geval is.

Noem de codrdinaat van dat punt S(a,b) , dan moeten er twee verschillende oplossingen zijn van het stelsel:

£t P s s
a:——3—2t ——?—ZFZ——?—ZS
?; ) . Dus er moeten reéle getallen » en s (7 #5 ) bestaan zodat 33 ) 33 )
ot r r S S
b=—+—-2t —+—=-2r=—+—-25
2 3 2 3 2
Deze vergelijkingen lid aan lid aftrekken geeft —r=—s5' >—< \% .
3 2 3 2
. . . —S S 3
Dit invullen in de eerste vergelijking geeft: T_?+2S :?—?—2s &S5 —6s=0=s5=0vs= i\/g

s =0 kan niet, want dan zou ook =0 en er moet geldendat r #s.
De twee reéle getallen 7 en s die we dus vinden als oplossing van het stelsel zijn \/6 en —\/g .

Invullen geeft a =-3 en b =3, dus het snijpunt is S(—3,3) .



4. lJe ziet links in het groen telkens grafieken van x en y in functie van ¢ gegeven. Verbind deze met de juiste

parameterkromme die je rechts paars ziet getekend.

| N
I TNa %
; T |7

Je kan dit op véél manieren doen. Een eenvoudige manier is om naar de beelden van de functies links te kijken:

B: xe [—2,2] en ye [0,2] dit kan dus alleen kromme 3 zijn.
D: xe [1,2] en ye [—2,2] dit kan dus alleen kromme 1 zijn.

Voor A en C lukt dit niet omdat telkens x € [—2,2] en ye [—2,2] .

Kromme 2 gaat (meermaals) door de oorsprong. Dat is enkel bij de grafieken van C het geval voor dezelfde ¢-
waarden.

Eliminatie geeft dat A bij 4 hoort.

Samengevat zijn de oplossingen dus A4, B3, C2 en D1.

x(1)=+i +
5. Je ziet hiernaast (een stuk van) de kromme C <> 5 , met t € R" getekend.
y(t)=1"-15t-12
a) Toon aan dat het punt A(l,—26) op deze kromme ligt.

Dit is duidelijk het punt dat overeenkomt met ¢ =1.

b) Bewijs dat de raaklijn in punt 4 aan deze kromme door de oorsprong gaat.

dy dy/dt 20715 22\/;(21‘—15), dus als £ =1 dan geldt: Q:—26.
de dx/dt  1/24t dx

De raaklijninpunt 4 isdus ¢, <> y = —26(x—1) —26 of nog ¢, <> y =—-26x, en deze gaat door O O

Er geldt:

c) Naast punt A is er nog een punt B waar de raaklijn aan deze kromme door de oorsprong gaat. Bepaal zijn
coordinaat.

d) Deraaklijn 7, in een willekeurig punt P(x(t),y(t)) wordt geven door:
tp Hy:y—@-(x—x(t))+y(t)c>y:2\/;(2t—15)-(x—\/;)+t2 —15¢-12

Oet, < 0=2\1(2=15)- (0=t )+ £ =151 -12 & 4> +30t+ £ ~15t =12=0 & —£* + 5t =4 =0
& t=1vit=4.00kderaaklijn als t =4 zal dus door de oorsprong gaan, dit is in punt B(2,—56).

(Je rekent eenvoudig na dat de raaklijn daar gegeven wordt door 7, <> y =—28x



x=x(t
6. Bewijs de volgende stelling: de raaklijn aan een parameterkromme C <> ( zal door de oorsprong gaan
y=y(1)
als en slechts als voor die f-waarde geldt dat x'(t) . y(t) - x(t) . y'(t) =0.

De raaklijn £, in een willekeurig punt P(x(t),y(t)) wordt geven door:

%«»yZyXO(X—XUD+yO)




